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Regressao Multipla

* Predizer valores de uma variavel dependente
(Y) em funcao de variaveis independentes
(X5 X,y ooy X)).

- Conhecer o quanto variagoes de X (j = 1,...,k)
podem afetar Y.



Regressao Multipla
(X, X,y o0y X)) Im > Y

Aplicacao na economia:

X, =renda
X, = taxa de juros i) Y = consumo
X, = poupanga



Regressao Multipla
(X, X,y o0y X)) Im > Y

Aplicacao no mercado mobiliario (avaliacao) :

X, = area construida
X,=custodom2 |
X, = localizacao

Y = preco do
imovel




Regressao Multipla
(XD X29 seey Xk) il > Y

Aplicacao na ciéncia da computacao:

X, = memoria RAM
X, = sistema operacional II‘ Y = tempo de
X, = tipo de processador resposta



Modelo de Regressao Multipla

E{Y}=1(X,, X, ..., X))
Linear: E{Y}=[,+ [B,X, + X, +... + BX,

—onde Y, X,, ..., X podem representar as variaveis
originais ou transformadas.

— Admite-se que X,, ..., X, sao variaveis matematicas e Y
é uma variavel aleatoria.



Modelo de Regressao Multipla

o E{Y} =D+ BiX; + BX, + .+ BX,

— O coeficiente B, representa a variagao esperada de Y
para cada unidade de variagédo em X, (k = 1, 2, ..., k),
considerando as outras variaveis independentes fixas.

— O primeiro objetivo é estimar os coeficientes: [3,, B,, B,

o Be



Modelo de Regressao Multipla

AMOSTRA: variaveis
obs. Y X, X, X,
1 Y X41 X12 X1k
Y, X1 X22 Xok
n yk xn1 xn2 xnk
« E{y;} =B, + B.x;, +Bx, + ... + Bx, termo

_ - aleatorio
A BO + B1Xi1 + Bzxiz + ...+ kaik + e (errO)




Modelo de Regressao Multipla

Suposicoes
termo
* Y~ Bo i B1Xi1 i B2Xi2 Tt kaik + € aleatorio
(erro)

« Os erros (e) sao independentes e variam

aleatoriamente @ segundo uma  distribuicao

(normal) com média zero e variancia constante.



Modelos lineares:

Exemplo com regressdolinear simples

XY

1 20 08
2 25 110
3 30 112
4 35 115
5 A0—122

Y =B, *B.x; +e,

98 = B, + B,.20 +e,
110= B, + B,.25 +e,
112 = B, + B,.30 +e,

115= B, + B,.35 +e,

22—= Bo ' 61-46 Ie5



Modelos lineares:

Exemplo com regressao
linear simples

Y =

XPB +¢

o8 20| | B, €,
0 25| | B, e,
112 = 30 + e,
122 " X
/ \e5/




Modelos lineares:
Exemplo com regressao
linear multipla

Xy Xy Y

20 70 98
2 25 63 110
3 30 33 112
4 35 Ia4 115
5 40 65 122
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Modelos lineares:

Exemplo com regressao

linear multipla

20
25
30
35
40

X B
70\ /
638
33

77
65




Modelos lineares:
Estimador de minimos quadrados

Y = X[B +¢

Estimador de minimos quadrados de 3,
iIsto €, o vetor b que minimiza a funcao

L(B) =€’ = (Y - XB)'(Y - XB) :

L > ho=(XXTYXY)

b=(b, b, .. b)




Regressao Multipla

Equacao de X
regress&o y =0yt by Xy +0, Xyt 4D X,
ajustada aos dados:
Valores preditos: }7,=b0+b1X,1+b2X;2+- --+ka,-k
Residuos: é,.:y,—f/,

(estimativa da) 2

1 .2 SQE
variancia do erro: e~ n_k_lz(yi_yi) - n-k-1

=1



Medida do Ajuste
Coeficiente de determinacao (R?)

. N
Variacao o
explicada 2 (Y;-y)
R2 = =
Variagao S (Y - y)2
total
~ 0<Ri<1 o

Coef. de correlacao multlplo (R):
coef. de correlagdo entre y,



Regressao Multipla: teste sobre o modelo
E{Y} =B, +BX, +B,X, +... ¥ BX,

n Hy: B,=B,=...= Bnk:()
SQE:;()//_)A//)Z SQT:;()//_)_/)Z
SQR=5QT -S0QE

SOR
. k Sob H,, e considerando as suposi¢oes

B 50’7 do modelo, f tem distrib. F com g.1.
N—K—=1 k(nonum.) e (n-k-1) (no denom.)




Regressao Multipla:

teste sobre um particular coeficiente

E{Y} =B+ BX, + oo+ BX, + oo+ BX,

— 'I 7 s e
[= \/— onde ¢; ¢ 0 k-¢simo elemento da
Se ¢ Jj diag. princ. da matriz C = (X’ X) .

Sob H,, e considerando as suposi¢coes do modelo,
t tem distrib. t de student com g.l. = n-k-1



Ex. de regressao multipla:

O sistema de entrega de um
distribuidor de cervejas

Pretende-se predizer o tempo (y) requerido para se
fazer um lote de entregas. O Eng. de producao encarregado
de fazer o estudo sugere que o tempo € influenciado
fundamentalmente por dois fatores: o numero de entregas
(x,) e a distancia maxima (x,) que o entregador precisa fazer

por viagem.



Sistema de entrega do distribuidor de cerveja
ENTREGAS DISTANC TEMPO

(X1)  (X2) (Y)
1 10 30 24
2 15 25 27
3 10 40 29
ol 20 18 31
5 25 22 25
6 18 31 33
7 12 26 26
8 14 34 28
9 16 29 31
10 22 37 39
11 24 20 33
12 17 25 30
13 13 27 25
14 30 23 42
15 24 33 40



Ex. de regressao multipla:

O sistema de entrega de um
distribuidor de cervejas

Resumo da regressao
R*=0,736 s.2= 3,1408

F(2,12) = 16,795 p < 0,00033

erro padrao
coef. doscoef.  t, p
Intercepto 2,311 5,857 0,394 0,700
ENTREGASO0,877 0,153 5,732 0,000

DISTANC 0,455 0,146 3,106 0,009




Analise dos residuos:

O sistema de entrega de um
distribuidor de cervejas

Histograma dos residuos

frequéncia

E=—1 — r~ oo ~ o > — oo o

residuos



Analise dos residuos:

O sistema de entrega de um
distribuidor de cervejas

residuos

2 /i Rl 4

Valores preditos

By

Q



Analise dos residuos:
modelo sem o ponto discrepante
O sistema de entrega de um distribuidor de cervejas

)

0t L

5} o o

00 °

P °

Residuos

2’0 L

2

2

i

Rl

Valores preditos

4

3

Ui

L



Analise dos residuos:
modelo sem o ponto discrepante
O sistema de entrega de um distribuidor de cervejas

Resumo da regressao
R?= 0,968 S.2 = 1,0878
F(2,11)=168,94  p<0,00000

Coef. E.P. t,, valorp
Intercepto 292 203 144 0,179
ENTREGAS1,00 0,05 18,35 0,000
DISTANC 0,38 0,05 7,39 0,000

tempo esperado = 2,92 + 1,00(n? de entregas) + 0,38(distancia)



Regressao multipla:
variaveis independentes qualitativas

° EX. (Chatterjee, Hadi e Price — “Regression Analysis by Example”, 2000, p. 124)

* Variavel dependente: salarios de uma empresa;

* Variaveis independentes:
— experiéncia (anos de trabalho na empresa);
— cargode geréncia (0 =nao, 1=sim);
— nivel educacional (1 = primeiro grau

2 = segundo grau
3 = superior)



Regressao multipla:
variavels independentes qualitativas

* As variaveis qualitativas devem entrar no modelo na forma de
variaveis indicadoras (0 - 1);
— cargo de geréncia, G (0 = nao, 1=sim)
— nivel educacional, E, (1 = primeiro grau
0 = caso contrario)

— nivel educacional, E, (1 = segundo grau
0 = caso contrario)
«E, =0,E,=0 ===> superior
«E,=1,E,=0 ===> primeiro grau
«E, =0,E, =1 ===> segundo grau



Regressao multipla:
variavels independentes qualitativas

E{Y} =B, +BX, +B,G +[BE, +B,E,

* O coeficiente de uma variavel indicadora indica a variacao
esperada em Y quando a variavel indicadora muda de 0
para 1, mantendo-se as demais variaveis constantes.

— Ex: [3, é o incremento esperado no salario pelo individuo ocupar
um cargo de gerente.



